Tổ Toán - Trường THPT Núi Thành


CHUYÊN ĐỀ PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 

TRONG CÁC KỲ THI TUYỂN SINH ĐH - CĐ


Trong đề thi ĐH – CĐ các năm gần đây, bài toán giải phương trình lượng giác (PTLG) là một trong các bài toán thường xuyên xuất hiện trong các đề thi. Bài toán này không thuộc trong nhóm các bài toán khó trong các đề thi nên chỉ cần phương pháp học khoa học học sinh có thể đạt điểm tối đa đối với bài toàn này. 


Trong việc giải PTLG việc tập cho học sinh nhận xét mối quan hệ các góc của các hàm số trong PTLG rất quan trọng vì điều này sẽ giúp học sinh áp dụng công thức lượng giác hợp lí.

Trong bài viết này tôi xin giới thiệu các phương pháp giải, một số phép biến đổi và một số kĩ năng cơ bản giúp học sinh nhận dạng và vận dụng các công thức lượng giác hợp lý để giải quyết tốt bài toán giải phương trình lượng giác trong các đề thi ĐH – CĐ. 

A. CƠ SỞ LÝ THUYẾT

I . CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC:



1. Các hệ thức lượng giác cơ bản: 




Nhớ: “Cùng góc”
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Suy ra: 
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2. Cung có liên quan đặc biệt: 
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Nhớ: “Cos đối – Sin bù - Phụ chéo”



Đặc biệt: 
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3. Công thức cộng: 




Nhớ: “ Sin thì sin cos, cos sin






Cos thì cos cos, sin sin dấu đối”
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cos(a + b) = cosa.cosb - sina.sinb 

cos(a - b) = cosa.cosb + sina.sinb 
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  4. Công thức nhân đôi: 



Nhớ: “Suy ra từ công thức cộng bằng cách thay b bằng a”
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5. Công thức hạ bậc:




Nhớ: “Được suy ra từ công thức nhân đôi”.
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6. Công thức biến đổi tổng thành tích:




Nhớ: “Sin cộng sin bằng hai lần sin cos.  Sin trừ sin bằng hai lần cos sin






 Cos cộng cos bằng hai lần cos cos.  Cos trừ cos bằng hai lần cos sin”
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7. Công thức biến đổi tích thành tổng:




Nhớ: “Suy ra từ công thức tổng thành tích”
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8. Công thức tính theo t = tan a:    
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“Công thức này đa số học sinh không nhớ được nhưng hay dùng trong việc giải PTLG nên cần lưu ý cho học sinh”



9. Công thức nhân ba: 
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II. CÁC PHƯƠNG PHÁP GIẢI PTLG:  Để giải bài toán này phương pháp thường gặp là thực hiện một số phép biến đổi hợp lí (vì các công thức lượng giác rất đa dạng) để đưa bài toán về:



+ PTLG cơ bản.



+ PTLG thường gặp: 




1. Phương trình bậc nhất, bậc hai, bậc ba, … đối với hslg.


2. Phương trình bậc nhất đối với sinu, cosu.




3. PT thuần nhất bậc hai đối với sinu, cosu.




4. Phương trình đối xứng đối với sinu và cosu.


+ Phương trình tích các PTLG cơ bản, các PTLG thường gặp.



+ Hệ các PTLG: phần này ta thuờng sử dụng: “Đưa về tổng các bình phương, đánh giá hoặc dùng bất đẳng thức …”. Các năm gần đây ít thấy ra dạng này nên tôi không giới thiệu trong chuyên đề này.



Ngoài ra, ta còn sử dụng cách đặt ẩn số phụ hợp lí để đưa về phương trình theo ẩn phụ đó và giải tìm nghiệm.

B. BÀI TẬP

I. MỘT SỐ PHÉP BIẾN ĐỔI THƯỜNG DÙNG: 





“Để đưa về PT tích hay để rút gọn”
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 ……………………………………………………………….

II. MỘT SỐ KĨ NĂNG NHẬN DẠNG THƯỜNG DÙNG:




“Để vận dụng công thức lượng giác hợp lý để giải bài toán giải PTLG”

Khi gặp PTLG có chứa:

· “Bình phương, khác góc” ta thường sử sụng công thức hạ bậc.

· “Tích các hàm số lượng giác sin và cos” ta thường biến đổi về tổng.

· “Tổng các hàm số lượng giác sin và cos” ta thường biến đổi về tích.

· “Góc gấp đôi nhau” ta thường sử dụng công thức nhân đôi.

· “Các góc đặc biệt”, VD như: 
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 ta thường sử dụng công thức cộng để biến đổi trước. Lưu ý các cặp gặp phụ nhau.

……………………………………………………………………

III. MỘT SỐ BÀI TOÁN ÁP DỤNG:


Bài toán 1: Giải PTLG sau: 
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Nhận xét : “Ở bài toán này ta vận dụng các phép biến đổi ở trên để đưa về PT tích”



HD: 



Điều kiện: 
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[image: image38.wmf]4

xk

p

p

=+






Bài toán 2: Giải PTLG sau:
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   (A – 2010)




Nhận xét : “Ở bài toán này ta thấy có chứa 
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 và mẫu có chứa 
[image: image41.wmf]sincos

1tan

cos

xx

x

x

+

+=

 nên ta phân tích để rút gọn tử và mẫu cho (sinx + cosx)”
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Điều kiện: 
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   “Góc 2x và 1x: nên sử dụng CThức nhân đôi”
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Bài toán 3: Giải PTLG sau:
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Nhận xét: “Ở bài toán này ta thấy có chứa 
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 nên ta sử dụng công thức cộng để biến đổi”



HD: 
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Điều kiện: 
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PT trở thành: 
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Bài toán 4: Giải PTLG sau: 
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Nhận xét: “Ở bài toán này ta vận dụng các phép biến đổi ở trên để rút gọn vế phải, ở vế trái có chứa tanx + cot2x ta biến đổi trước”



HD: 


Ta có: 
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Điều kiện: sin2x.(tanx + cot2x)
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Tìm nghiệm và kết hợp điều kiện ta được: 
[image: image60.wmf](

)

2

4

xkk

p

p

=-+Î

¢



Bài toán 5: Giải PTLG sau: 
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Nhận xét: “Ở bài toán này ta để ý ở vế trái có chứa 
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 ta biến đổi trước”
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Ta có: 
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Điều kiện: sinx ≠ 0, cosx ≠ 0
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Bài toán 6: Giải PTLG sau: 
[image: image66.wmf](12sinx)cosx

3

(12sinx)(1sinx)

-

=

+-

   (A – 2009)  




Nhận xét: “Biến đổi và sử dụng cách giải PT: a.sinx + b.cosx = c” 



HD: 
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    “Ta chuyển cùng góc qua một vế để đưa về 













dạng a.sinx + b.cosx”
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    “Chia hai vế của PT cho 2”   
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Bài toán 7: Giải PTLG sau:
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Nhận xét: “Biến đổi và sử dụng cách giải PT: a.sinx + b.cosx = c” Ở bài toán này ta thấy có chứa tích: cosx.sin2x nên ta biến đổi về tổng và có sin3x nên ta sử dụng công thức nhân ba để hạ bậc 3”  



HD: 
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 “Ta chuyển cùng góc qua một vế để đưa về 













dạng a.sinx + b.cosx”
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  “Chia hai vế của PT cho 2”
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Bài toán 8: Giải PTLG sau: 
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Nhận xét: “Bình phương, khác góc ta thường sử dụng công thức hạ bậc” 



HD: 
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 “Tổng ta thường biến đổi về tích để đặt nhân tử chung”
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Bài toán 9: Giải PTLG sau: 
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Nhận xét: “Bình phương, khác góc ta thường sử dụng công thức hạ bậc” 



HD giải: 
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“Tích ta thường biến đổi về tổng”
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 “Góc 8x và 4x: nên sử dụng công thức nhân đôi”
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Bài toán 10: Giải PTLG sau: 
[image: image91.wmf]sin2xcos2x3sinxcosx10
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 (D – 2010)




Nhận xét: “Góc 2x và 1x: nên sử dụng công thức nhân đôi để biến đổi” 


HD:
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 “Ở đây ta nhóm
2.sinx.cosx với cosx do 











khi nhóm với 3.sinx ta không giải tiếp được”
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Bài toán 11: Giải PTLG sau: 
[image: image97.wmf]2
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 (B – 2007)




Nhận xét: “Đưa về cùng một hàm số lượng giác” Ở bài toán này ta nhận thấy “cùng góc” nên sử dụng các hệ thức lượng giác cơ bản và đưa PT về cùng một hàm số sinx”
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Bài toán 12: Giải PTLG sau: 
[image: image103.wmf]cos3xcos2xcosx10
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 (D – 2006)




Nhận xét: “Đưa về cùng một hàm số lượng giác” Ở bài toán này ta nhận thấy cos3x và cos2x ta đều chuyển được về cosx nên sử dụng công thức nhân ba và công thức nhân đôi để đưa PT về cùng một hàm số sinx”
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image108.wmf]2
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Bài toán 13: Giải PTLG sau: 
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Nhận xét: “Biến đổi đưa về PT dạng: 
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Khi cosx = 0 
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 (không thỏa phương trình). 


Khi cosx ≠ 0:


Chia 2 vế cho cos3x, đặt t = tanx ta được:
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Bài toán 14: Giải PTLG sau: 
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Nhận xét: “Biến đổi đưa về PT dạng: 
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Khi cosx = 0 
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Khi cosx ≠ 0:


Chia 2 vế cho cos3x, đặt t = tanx ta được:
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Bài toán 15: Giải PTLG sau: 
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Nhận xét: “Ở bài này ta nhận xét góc: 
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 nên ta áp dụng công thức biến đổi tổng thành tích để biến đổi PT” 
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Bài toán 16: Giải PTLG sau: 
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Nhận xét: “Ở bài này ta nhận xét góc 
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 phụ nhau, tử ta sử dụng các phép biến đổi thường gặp” 
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Điều kiện: 
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Khi đó: 
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CÁC PTLG TRONG CÁC ĐỀ THI ĐẠI HỌC TỪ 2002 ĐẾN NAY:
I. Biến đổi để đưa về phương trình bậc 2, bậc 3 đối với một hslg:
1. (KA2002) Tìm các nghiệm thuộc khoảng (0; 2π) của phương trình: 
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2. (Dự bị2002) 
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3. (Dự bị2002)tgx + cosx - cos2x = sinx(1 + tgxtg
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4. (KB2003) ) cotgx - tgx + 4sin2x = 
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5. (Dự bị2003) 
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6. (KB2004) 5sinx 
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7. (KA2005) cos23xcos2x  -  cos2x = 0     ĐS 
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8. (KD2005) sin4x + cos4x + cos(x-
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9. (KA2006) 
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10. (KB2006) 
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11. (KD2006 ) Cos3x + cos2x 
[image: image154.wmf]-

 cosx 
[image: image155.wmf]-

 1 = 0


ĐS 
[image: image156.wmf]2

2;

3

xkk

p

pp

=±+


12. (KA2010) 
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II. Biến đổi để đưa về phương trình bậc nhất đối với 
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4.(KB2008) 
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6. (Dự bị2005) Tìm nghiệm trên khoảng 
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7. (Dự bị2002) Cho pt 
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a. Giải pt (*) khi a = 
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b. Tìm a để pt (*) có nghiệm.
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III. Biến đổi, nhóm, đặt nhân tử chung để đưa về phương trình tích:
1. (KB2002) sin23x - cos24x = sin25x - cos26x 
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2.(KA2003)  cotgx - 1 = 
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3: (KD2003) 
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4.(Dự bị2003) 3 - tgx(tgx + 2sinx) + 6cosx = 0
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5.(Dự bị2003) cos2x + cosx(2tg2x - 1) = 2 
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6.( KD2004) (2cosx 
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7. (KB2005) 1 + sinx + cosx + sin2x + cos2x = 0
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8.(KA2007) (1 + sin2x)cosx + (1 + cos2x)sinx = 1 + sin2x       ĐS 
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9. (KB2007) 2sin22x + sin7x 
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11.(KB2008) 
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12. (KD2008) 2sinx(1 + cos2x) + sin2x = 1 + 2cosx
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13. KB2010 (sin 2x + cos 2x) cosx + 2cos2x – sin x = 0

 x = 
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15. KA2011      
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16. KB2011  
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 EMBED Equation.3  [image: image203.wmf]3
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17. KD2011  
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Trên đây là một sô phương pháp, một số phép biến đổi và một số kĩ năng thường sử dụng trong việc giải PTLG, không có kĩ năng hay phương pháp nào là tuyết đối. Muốn giải tốt các bài tập dạng này học sinh phải nắm vững kiến thức lượng giác và giải nhiều bài tập để tự rút ra kinh nghiệm riêng cho bản thân mình. 

CHUYÊN ĐỀ HÌNH HỌC KHÔNG GIAN

TRONG KỲ THI TUYỂN SINH ĐẠI HỌC

A. BÀI TOÁN TÍNH THỂ TÍCH KHỐI ĐA DIỆN:

I. Cơ sở lý thuyết cần nắm:

+ Thể tích khối chóp: 
V = 
[image: image206.wmf]h
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.
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(S: diện tích đáy, h: chiều cao)


+ Thể tích khối hộp:
V = a.b.c

(a,b,c: độ dài ba cạnh)


+ Thể tích khối lăng trụ:
V = S.h

(S: diện tích đáy, h: chiều cao)

II. Các dạng toán về tính thể tích:

Loại 1: Tính thể tích bằng cách sử dụng trực tiếp các công thức toán. 

+ Xác định chiều cao của khối đa diện cần tính thể tích (dựa vào các định lí quan hệ vuông góc đã biết: định lí 3 đường vuông góc, định lí đk đường thẳng vuông góc mặt phẳng …)

+ Tìm diện tích đáy bằng các công thức quen biết.

Ví dụ:

Cho hình chóp SABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A và D, có AB=AD=2a; CD=a. góc giữa 2 mặt phẳng (SCB) và (ABCD) bằng 
[image: image207.wmf]0
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. Gọi I là trung điểm AD biết 2 mặt phẳng (SBI) và (SCI) cùng vuông góc với (ABCD). Tính thể tích khối chóp SABCD?

Giải:

Vì 2 mặt phẳng (SBI) và (SCI) cùng vuông góc với (ABCD) mà (SBI) và (SCI) có giao tuyến là SI là đường cao. Kẻ IH vuông góc với BC ta có góc tạo bởi mặt phẳng (SBC) và (ABCD) là 
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 nên 
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. Từ đó 
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Các bài toán cùng dạng: ĐH A-2009; ĐH B-2009; ĐH D-2009; ĐH A-2007; ĐH B-2006

Loại 2: Tính thể tích bằng cách sử dụng công thức tỉ số thể tích hoặc phân chia khối đa diện thành các khối đa diện đơn giản hơn.

+ Phân chia khối đa diện thành tổng hoặc hiệu các khối cơ bản ( hình chóp hoặc hình lăng trụ) mà các khối này dễ tính hơn.

+ Hoặc so sánh thể tích khối cần tính với một khối đa diện khác đã biết trước thể tích.

Với loại này ta hay sử dụng kết quả sau đây:

Cho hình chóp S.ABC. lấy A', B', C' tương ứng trên cạnh sau đây SA, SB, SC. Khi đó:
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Ví dụ áp dụng:

Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi cạnh a, 
[image: image214.wmf]·
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, SA  vuông góc với đáy (ABCD), SA=a. Gọi C' là trung điểm SC, mặt phẳng (P) đi qua AC song song với BD cắt các cạnh SB, SC của hình chóp tại B', D' . Tính thể tích khối chóp S.AB'C'D'.

Hướng dẫn giải:

[image: image215.png]



Gọi O là giao 2 đường chéo ta suy ra AC' và SO cắt nhau tại trọng tâm I của tam giác SAC. Từ I thuộc mặt phẳng (SDB) kẻ đường thẳng song song với BD cắt SD tại B', C' là 2 giao điểm cần tìm.

Ta có: 
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Dễ thấy

VS.AB'C'D' = 2VS.AB'C'; VS.ABCD = 2VS.ABC 
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Ta có 
[image: image218.wmf]·
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Bài toán tương tự:

Cho hình chóp SABCD có đáyABCD  là hình chữ nhật AB=a, AD=2a, cạnh SA vuông góc với đáy, cạnh SB hợp với đáy một góc 
[image: image220.wmf]0

60

. Trên cạnh SA lấy M sao cho 
[image: image221.wmf]a3
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=

. Mặt phẳng BCM cắt DS tại N. tính thể tích khối chóp SBCMN.

Các bài toán cùng dạng: ĐH A-2004; ĐH D-2006; ĐH A-2003

Loại 3: Tính thể tích khối đa diện bằng phép tính tọa độ trong không gian.
Ví dụ: Cho hình chóp SABCD có đáyABCD  là hình chữ nhật AB=a, 
[image: image222.wmf]ADa2
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 , SA =a và SA vuông góc với mặt phẳng (ABCD). Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AD và SC, I là giao điểm của BM và AC. Tìm thể tích khối tứ diện ANIB.

Giải: Dựng hệ trục tọa độ Axyz với gốc A
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Trong hệ trục tọa độ này, ta có


[image: image224.wmf]A(0;0;0);D(a2;0;0)
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Khi đó ta có 
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Gọi 
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. Dễ thấy z0=0 và 
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     Như vậy 
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Ta có:
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Từ đó: 
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Vì vậy: 
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]

36

2

.

,

6

1

3

a

NI

NB

NA

V

ANIB

=

=


Các bài toán cùng dạng: ĐH A-2003; ĐH A-2004; ĐH B-2006; ĐH D-2009

Các dạng toán khác: 

Ngoài các dạng thường gặp nêu trên, còn có dạng toán Sử dụng phương pháp  thể tích để tìm khoảng cách

Các bài toán về thể tích khối đa diện có kết hợp với việc tìm GTLN, NN

Các bài toán về so sánh thể tích.

Ví dụ:

[image: image515.wmf]2

2.tan

tan2

1tan

=

-

a

a

a


Cho hình chóp đều S.ABC có cạnh đáy bằng a, đường cao hình chóp bằng a
[image: image233.wmf]3

. Mặt phẳng (P) qua cạnh đáy BC và vuông góc với cạnh bên SA chia khối chóp S.ABC thành hai phần. Tính tỉ số thể tích của hai phần đó.

Hướng dẫn giải:
    Vì S.ABC là hình chóp đều nên chân đường cao H của của hình chóp là tâm tam giác đều ABC. Ta có AH cắt BC tại trung điểm M của BC và BC
[image: image234.wmf]^

SA. Hạ BN vuông góc với SA suy ra SA 
[image: image235.wmf]^

 (BCN), suy ra tam giác BCN là thiết diện mà mp(P) cắt hình chóp S.ABC.

    Vì thiết diện chia khối chóp S.ABC thành hai khối tứ diện có chung đáy (BCN) nên tỉ số thể tích bằng tỉ số hai đường cao AN/SN.

    Vì 
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    Vậy tỉ số thể tích là: 
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III. Một số bài tập cùng dạng:
Câu 1. Cho khối chóp SABCD có mặt bên SAD vuông góc (ABCD), góc tạo bởi SC và (ABCD) là 600, góc tạo bởi (SCD) và (ABCD) là 450, đáy là hình thang cân có 2 cạnh đáy là a, 2a; cạnh bên bằng a. Gọi P,Q lần lượt là trung điểm của SD,BC.Tìm góc tạo bởi PQ và mặt phẳng (ABCD).Tính V khối chóp?


HD: Kẻ SH vuông góc với AD thì SH là đường cao(SC,(ABCD))= SCˆH;                        (SM, ABCD)) = HMˆS) , với M là chân đường cao kẻ từ H lên CD. Từ P hạ PK vuông góc với AD ta có (PQ, (ABCD)) = PQˆK
Câu 2. Cho hình chóp SABCD có đáy ABCD là hình thoi cạnh a, BAˆD = 600 , SA vuông góc với đáy(ABCD), SA=a. Gọi C là trung điểm SC, mặt phẳng (P) đi qua AC song song với BD cắt các cạnh SB, SD của hình chóp tại B’, D’. Tính thể tích khối chóp

ĐS: V = 
[image: image241.wmf]3
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Câu 3. Khối chóp SABCD có đáy là hình vuông cạnh a. SA
[image: image242.wmf]^

(ABCD); SA=2a. Gọi E, F là hình chiếu của A trên SB và SD. I là giao điểm của SC và (AEF). Tính thể tích khối chóp SAEIF.

ĐS: V = 
[image: image243.wmf]45
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Câu 4. Cho lăng trụ đứng ABCA1B1C1 đáy là tam giác đều. Mặt phẳng (A1BC) tạo với đáy 1 góc 300 và tam giác A1BC có diện tích bằng 8. Tính thể tích khối lăng trụ.

ĐS: V = 8
[image: image244.wmf]3


Câu 5. Khối lăng trụ ABCA1B1C1 có đáy là tam giác vuông cân, cạnh huyền AB= 
[image: image245.wmf]2

 . Mặt phẳng (AA1B) vuông góc với mặt phẳng (ABC), AA1= 
[image: image246.wmf]3

 ; góc A1AB nhọn, góc tạo bởi (A1AC) và mặt phẳng (ABC) bằng 600. Tính thể tích khối lăng trụ.

ĐS: V = 
[image: image247.wmf]10
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Câu 6) Khối lăng trụ tứ giác đều ABCD.A1B1C1D1 có khoảng cách giữa 2 đường thẳng AB và A1D bằng 2, độ dài đường chéo mặt bên bằng 5.

a) Hạ AH 
[image: image248.wmf]^

A1D (K thuộc A1D). Chứng minh rằng AK=2.

b) Tính thể tích khối lăng trụ ABCDA1B1C1D1.

ĐS: b) V = 20
[image: image249.wmf]5


Câu 7. Cho hình chóp tam giác SABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh a, SA=2a và SA vuông góc với mặt phẳng (ABC). Gọi M và N lần lượt là hình chiếu vuông góc của A trên các đường thẳng SB và SC

a) Tính khoảng cách t ừ A đến mặt phẳng (SBC)

b) Tính thể tích của khối chóp ABCMN.

ĐS: a) d = 
[image: image250.wmf]19
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B. BÀI TOÁN VỀ KHỐI NÓN, KHỐI TRỤ:
I. Kiến thức cơ bản:
1. Mặt nón, hình nón và khối nón:
+ Thể tích:
V = 
[image: image252.wmf]h
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+ Diện tích xung quanh:
Sxq = 
[image: image253.wmf]Rl

p


+ Diện tích toàn phần:
Stp = 
[image: image254.wmf]2
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R: bán kính đáy, h: chiều cao, l: đường sinh

2. Mặt trụ, hình trụ và khối trụ:
+ Thể tích: V = 
[image: image255.wmf]h
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+ Diện tích xung quanh: Sxq = 
[image: image256.wmf]Rh
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+ Diện tích toàn phần:
Stp = 
[image: image257.wmf]2
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R: Bán kính đáy, h: chiều cao

3. Chú ý:

+ Cắt mặt nón bởi một mặt phẳng đi qua đỉnh ta được thiết diện là một tam giác cân.

+ Cắt mặt nón bởi một mặt phẳng vuông góc với trục ta được thiết diện là một hình tròn.

+ Cắt mặt trụ bởi một mặt phẳng song song hoặc chứa trục ta được thiết diện là một hình chữ nhật.

+ Cắt mặt trụ bởi một mặt phẳng vuông góc với trục ta được thiết diện là một hình tròn.

II. Bài tập vận dụng:

Bài 1. Cho hình lăng trụ lục giác đều ABCDEF.A'B'C'D'E'F' cạnh đáy bằng a, chiều cao bằng h. Tính thể tích khối trụ nội tiếp hình lăng trụ.

      ĐS: V = 
[image: image258.wmf]h
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Bài 2. Cho hình trục có trục O1O2. Một mặt phẳng song song với trục cắt hình trụ theo thiết diện dện là hình chữ nhật ABCD. Gọi O là tâm của thiết diện đó, bán kính đường tròn ngoại tiếp hình chữ nhật ABCD bằng bán kính đường tròn đáy của hình trụ. Tính số đo góc O1OO2​.

       ĐS: 
[image: image259.wmf]0
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Bài 3. Cho hình trụ có chiều cao và bán kính đáy đều bằng a M, N là hai điểm lấy trên hai đường tròn đáy sao cho MN tạo với trục của hình trụ một góc 
[image: image260.wmf]j

. Tính khoảng cách từ trục của hình trục đến đường thẳng MN.

    ĐS:  a) d = 
[image: image261.wmf]j
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Bài 4. Một hình trụ có bán kính R và chiều cao 
[image: image262.wmf]3

R

. A và B là hai điểm trên hai đường tròn đáy sao cho góc tạo bởi AB và trục của hình trụ bằng 300. 

a) Tính diện tích của thiết diện qua A và song song với trục của hình trụ.

b) Tính góc giữa hai bán kính qua A và B.

c) Dựng và tính độ dài đoạn vuông góc chung của AB và trục của hình trụ.

     ĐS:a) S = 
[image: image263.wmf]3
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          c) Dựng đường thẳng qua H và song song OO' cắt AB tại I

- Dựng IJ//OH (J thuộc OO'), IJ chính là đoạn thẳng vuông góc chung phải dựng, IJ = 
[image: image265.wmf]2
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Bài 5. Cho một hình trụ tròn xoay đáy là đường tròn (O) và (O') có bán kính bằng 3 đơn vị, chiều cao của hình trụ là 4 đơn vị. Gọi AB là một đường kính cố định của (O). M là một điểm lưu động trên (O'). Gọi MC là đường sinh qua C, C ở trên đường tròn (O). Kẻ HC vuông góc với AB và đặt AH = x.

a) Chứng minh rằng tổng số bình phương các cạnh của hình chóp MABC là một hằng số.

b) Tính MH theo x.

c) Định vị trí của M để diện tích S của tam giác MAB đạt cực đại.

d) Tính thể tích V của hình chóp MABC. Chứng minh rằng V cực đại khi S cực đại.

e)  Định x để V = 4k (k là số cho trước)

      ĐS:a) 1. T = 156; 2. MH = 
[image: image266.wmf](
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; 3. S = 3MH, S đạt cực đại khi x = 3, H trùng với O, M là điểm mà đường sinh MC đi qua điểm chính giữa C của cung AB.(dùng phương pháp đồ thị); 4. V = 
[image: image267.wmf])
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, V cực đại khi x = 3, khi đó S cực đại.

       b) 
[image: image268.wmf](
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Bài 6. Một hình nón có đường sinh l và góc giữa đường sinh và đáy là 
[image: image269.wmf]a

.

a) Tính diện tích xung quanh và thể tích khối nón.

b) Gọi I là điểm trên đường cao SO của hình nón sao cho 
[image: image270.wmf](
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. Tính diện tích của thiết diện qua I và vuông góc với trục.

           ĐS: a) Sxq = 
[image: image271.wmf]a
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b) Sthiết diện = 
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Bài 7.  Cho hình nón có đường cao SO = h và bán kính đáy bằng R. Gọi M là điểm trên đoạn SO, đặt MO = x (0 < x < h).

a) Tính diện tích của thiết diện (T) vuông góc với trục tại M.

b) Tính thể tích V của hình nón đỉnh O và đáy (T). Xác định x sao cho V đạt giá trị lớn nhất.

     ĐS: a) S(T) = 
[image: image273.wmf]2
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b) V = 
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, V đạt GTLN khi x = 
[image: image275.wmf]3
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 (Dùng BĐT côsi cho 3 số)

 C. BÀI TOÁN VỀ KHOẢNG CÁCH:
I. Các dạng toán về khoảng cách:
1.Khoảng cách từ 1 điểm M đến 1 mặt phẳng
[image: image276.wmf]()

a

: 

 +Bước1: Chon mp(
[image: image277.wmf]b

) chứa ( qua ) M và vuông góc với
[image: image278.wmf]()
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 +Bước2: Tìm giao tuyến d của mp
[image: image279.wmf]()
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 và mp(
[image: image280.wmf]b

) 

+Bước3: Dựng MH 
[image: image281.wmf]^

 d  tại H  
[image: image282.wmf]Þ

MH
[image: image283.wmf]^


[image: image284.wmf]()
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[image: image285.wmf]Þ

MH  = 
[image: image286.wmf](
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Hình vẽ minh họa:

[image: image287.emf]d

H

M


2. Khoảng cách giửa đường thẳng và mặt phẳng song song với đường thẳng đó:

    Bằng khoảng cách từ một điểm bất kỳ trên đường thẳng đến mặt phẳng

                                                [image: image288.emf]
3. Khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song: 

    Bằng khoảng cách từ một điểm bất kỳ trong mặt phẳng này đến mặt phẳng kia (hoặc ngược lại)

                                                    [image: image289.emf]
4. Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau:

 *Phương pháp 1: Nên dùng trong trường hợp 2 đường thẳng chéo nhau và vuông góc với nhau.
                             Dựng đoạn vuông góc chung

                                [image: image290.emf]b
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[image: image291.wmf]OH
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*Phương pháp 2: Để tính khoảng cách giữa hai đường thẳng a và b chéo nhau làm các bước sau:
                           +Bước1: Tìm mp
[image: image292.wmf]()
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 chứa b  và  mp
[image: image293.wmf]()
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                           +Bước2: 
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                         [image: image295.emf]H
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*Phương pháp 3: Để tính khoảng cách giữa hai đường thẳng a và b chéo nhau làm các bước sau

                           +Bước1: Tìm mp
[image: image296.wmf]()

a

 chứa a và mp
[image: image297.wmf]()

b

chứa b mà  mp
[image: image298.wmf]()
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// mp
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                           +Bước2:   
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*Phương pháp 4: Để tính khoảng cách giữa hai đường thẳng a và b chéo nhau làm các bước sau

                           +Bước1: 
Tìm mp
[image: image302.wmf]()

a

vuông góc a và cắt a tại O

                           +Bước2:   
Tìm hình chiếu b’ của b lên mp
[image: image303.wmf]()
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; rõ ràng a//mp(b,b’)

                                            Suy ra: 
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                            *Nói thêm: MN là đoạn vuông góc chung của a và b

                            [image: image305.emf]N
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Lưu ý cần thiết:

1. Để tính khoảng cách từ M đến mp
[image: image306.wmf]()

a

 ta có thể làm như sau:

 + Tìm một đường thẳng a qua M mà a // mp
[image: image307.wmf]()

a


 + Chọn một điểm N trên a (thích hợp với giả thiết bài toán) , tính khoảng cách từ N đến mp
[image: image308.wmf]()
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 + Khi đó; 
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2. Để tính khoảng cách từ M đến mp
[image: image310.wmf]()

a

 ta có thể làm như sau:

 + Tìm một đường thẳng a qua M mà a cắt mp
[image: image311.wmf]()

a

 tại I

 + Chọn một điểm O trên a (thích hợp với giả thiết bài toán) , tính khoảng cách từ O đến mp
[image: image312.wmf]()
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 + Khi đó, tính tỉ số:
[image: image313.wmf]IO
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image315.wmf]Û
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II. BÀI TẬP:

BÀI 1: Cho hình chóp đếu SABC có cạnh đáy bằng a và cạnh bên bằng a
[image: image320.wmf]2

, đường cao là SO.  Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AB và BC

          a/Chứng minh rằng (SBC)
[image: image321.wmf]^

(SAN) và tính độ dài SO

          b/ Tính khoảng cách từ O đến (SBC)

          c/Tính khoảng cách giửa 2 đường thẳng AB và SC

          d/Tính khoảng cách từ M đến (SAN)

          e/Tính khoảng cách giữa 2 đường thẳng MC và SA

[image: image322.emf]x
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                                                                 GỢI Ý

a/Chọn đường BC chứng minh vuông góc với (SAN) suy ra (SBC) vuông góc với (SAN)

*Tính SO : Xét tam giác vuông SOC tại O và lưu ý: tam giác ABC đều nên ta có


[image: image323.wmf]323
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b/Ta chia làm 3 bước cho dễ hiểu:

 + Chọn mp(SAN) chứa O , ta có:(SBC)
[image: image324.wmf]^

(SAN) (chứng minh trên)

 +Ta có:(SBC)
[image: image325.wmf]Ç

(SAN) =SN

 + Dựng OH vuông góc với SN tại H 
[image: image326.wmf]Þ

 OH
[image: image327.wmf]^

(SBC)
[image: image328.wmf]Þ

OH là khoảng cách từ O đến (SBC)

    Xét tam giác vuông SON tại O. có OH là đường cao 
[image: image329.wmf]222
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c/Chứng minh được AB
[image: image330.wmf]^

SC ,dựng MK vuông góc với SC tại K, suy ra MK là đoạn vuông góc chung

  + Xét tam giác SMC có 2 đường cao: SO và MK , suy ra:MK.SC=SO.MC 
[image: image331.wmf]Þ

 MK = ?

d/ + Chọn mp(ABC)  chứa M, ta có: (ABC)
[image: image332.wmf]^

(SAN) ( vì  SO
[image: image333.wmf]^

(ABC)

    +(ABC)
[image: image334.wmf]Ç

(SAN) =AN

    +Dựng: MI
[image: image335.wmf]^

AN tại I (MI // BC), suy ra:MI
[image: image336.wmf]^

(SAN) ……..( Nhớ: MI=
[image: image337.wmf]24
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e/ * Dựng Ax//MC (khi đó:Ax nằm trong (ABC) và Ax
[image: image338.wmf]^

AB,giả sử Ax cắt BC tại E)

      Suy ra: MC //(SAE)
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(Điểm O rất quan trọng)

*Dựng  OJ
[image: image340.wmf]^

AE tại J, dễ dàng chứng minh được (SOJ)
[image: image341.wmf]^

(SAE)  ( vì  AE
[image: image342.wmf]^

 SO; AE 
[image: image343.wmf]^

 OJ) 

+Chọn (SOJ) chưa O và vuông góc với (SAE)

+(SOJ)
[image: image344.wmf]Ç

(SAE) = SJ 

+Dựng OP vuông góc với SJ tại P , suy ra :OP
[image: image345.wmf]^

(SAE) 
[image: image346.wmf]Þ

OP là khoảng cách từ O đến (SAE)

· Tính  OP? Xét tam giác vuông SOJ tại O có OP là đường cao
[image: image347.wmf]222
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BÀI2: Cho hình chóp SABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh a; SA vuông góc với (ABC) 

 và SA = 
[image: image348.wmf]3

2

a

.Gọi M là trung điểm của BC

a/ Chứng minh rằng (SBC) vuông góc với (SAM) và tính khoảng cách từ A đến (SBC)

b/Tính khoảng cách giữa AC và SM

Bài3:Cho hình chóp SABCD ; đáy ABCD là hình thang vuông tại A và B,có: AB=BC=a;AD = 2a; SA= a .E là trung điểm của đáy lớn AD; SA vuông góc với mặt đáy

a/Chứng minh  BE
[image: image349.wmf]^

 SC và (SAB)
[image: image350.wmf]^

(SBC)

b/Tính khoảng cách giữa 2 đường thẳng : BC và SD , AC với SD
c/Tính khoảng cách từ O đến (SCD) . Tính khoảng cách từ D đến (SCE)

[image: image351.emf]H
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Gợi ý: 

+AQ chính là khoảng cách giữa AC và SD

+DP chính là khoảng cách từ D đến (SCE); OH chính là khoảng cách từ O đến (SCE)

Bài4:Cho hình chóp SABCD ; đáy ABCD là hình thoi cạnh a tâm O. Mặt phẳng (SAB) vuông góc với mặt phẳng (ABCD). Tam giác SAB cân tại S, H là trung điểm của AB và SH=a, góc BAD = 600.

a/Tính góc giữa hai mặt phẳng (SCD) và (ABCD).

b/Tính khoảng cách từ H đến (SCD),tính khoảng cách từ O đến (SCD),

c/Tính khoảng cách giữa 2 đường thẳng  BC và SD .
d/Tính giữa đường thẳng SO và (SAB).

D. BÀI TOÁN VỀ GÓC TRONG KHÔNG GIAN:

I. Lý thuyết cơ bản:
1. Góc giữa hai đường thẳng chéo nhau trong không gian:

Góc giữa hai đường thẳng chéo nhau a và b là góc 
[image: image352.wmf])
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 tạo bởi hai đường thẳng cắt nhau lần lượt cùng phương với a và b.

2. Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng:

Muốn xác định góc giữa đường thẳng a và mặt phẳng (P) ta làm như sau:

+ Tìm giao điểm I của a và (P).

+ Chọn điểm A thuộc a và dựng AH vuông góc với (P) tại H.

+ Góc giữa a và (P) chính là góc 
[image: image353.wmf]Ù
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Ngoài ra, góc giữa đường thẳng a và mp(P) cũng chính là góc giữa hai đường thẳng a' và b' trong đó a' cùng phương với a, b' cùng phương với hình chiếu của a lên mp(P)

3. Góc giữa hai mặt phẳng:
+ Góc giữa hai mặt phẳng được xác định bằng số đo góc giữa hai đường thẳng nằm trong hai mặt phẳng và vuông góc với giao tuyến hoặc góc giữa hai đường thẳng lần lượt vuông góc với hai mặt phẳng.

+ Trong trường hợp xác định góc gặp khó khăn ta có thể sử dụng công thức diện tích hình chiếu: 
S' = S.cos
[image: image354.wmf]a


II. Phương pháp giải toán thường dùng:
1. Tính góc trực tiếp bằng cách sử dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông hoặc định lí côsin trong tam giác:
VÍ DỤ:
1/ Cho tứ diện SABC có SA vuông góc với mp(ABC), SA = a, tam giác BSC vuông tại S và có SB = 2a, SC = a
[image: image355.wmf]2

. Tính góc 
[image: image356.wmf]j

giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABC).

HD:

+ Gọi I là chân đường cao hạ từ A lên BC thì ta có 
[image: image357.wmf]j
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+ Trong tam giác vuông SIA tính được 
[image: image358.wmf]0
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2/ Cho lăng trụ ABC. A'B'C' có tất cả các cạnh đáy đều bằng a. Biết góc tạo bởi cạnh bên và mặt đáy bằng 600 và hình chiếu H của đỉnh A lên mp(A'B'C') trùng với trung điểm của B'C'. Tính tan của góc giữa hai đường thẳng BC và AC'.

HD: tan
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3/ Cho lăng trụ ABCA’B’C’ có độ dài cạnh bên bằng 2a , đáy ABC là tam giác vuông tại A. AB = a, AC = a
[image: image360.wmf]3

 và hình chiếu vuông góc của A’ lên mp (ABC) là trung điểm của cạnh BC, Tính theo a thể tích khối chóp A’ABC và tính côsin góc tạo bởi AA’ và B’C’.

ĐS: 
[image: image361.wmf]4
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4/ Cho hình chóp SABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh 2a , SA = a, SB = a 3 mp(SAB) vuông góc với mặt phẳng đáy . Gọi M,N lần lượt là trung điểm của các cạnh AB,BC.

Tính theo a thể tích khối chóp SBMDN và tính cosin góc tạo bởi SM và DN.

ĐS: V = 
[image: image362.wmf]3
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2. Tính góc trong không gian bằng công cụ vectơ.

Ta thường sử dụng phương pháp náy khi các góc cần tính có liên quan đến hình bình hành, hình thoi,.. hoặc có quan hệ vuông góc trực tiếp.

VÍ DỤ:
1. Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các cạnh BC, AD. Tính góc giữa AB và CD biết AB = CD = 2a và MN = a
[image: image364.wmf]3

.

HD:

+ Gọi I và J lần lượt là trung điểm của BD và AC thì JNIM là hình bình hành và NJ = MI = a.

+ 
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+ Trong hình bình hành JNIM có:


[image: image366.wmf]0
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2. Cho tứ diện ABCD có AB = CD = a, AC = BD = b, AD = BC = c.

Tính góc tạo bởi các cặp cạnh đối của tứ diện.

 HD: Tính góc giữa AD và CB

+ Gọi I, J, M, N lần lượt là trung điểm AB, CD, BD, AC. Ta có IMJN là hình bình hành nên 
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+ Trong hình bình hành MINJ ta có: 
[image: image368.wmf]2
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+ Dùng công thức đường trung tuyến trong tam giác tính JA, JB và JI.

+  
[image: image369.wmf]2
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3. Cho hình lăng trụ ABC.A'B'C' có đáy là tam giác đều cạnh a. AA' vuông góc với mp(ABC). Đường chéo BC' của mặt bên BCC'B' hợp với (ABB'A') một góc bằng 300. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AC và BB'.

a) Tính AA';

b) Tính d(M,(BA'C');
c) Tính góc giữa MN và mp(BA'C').

HD:

a) AA' = BB' = a
[image: image370.wmf]2

;
b) d(M,(BA'C') = MH = 
[image: image371.wmf]11
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 (Với H là hình chiếu của M lên BJ, J là trung điểm C'A')

c)Gọi 
[image: image372.wmf]j

 là góc giữa MN và (BA'C') thì ta có 
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, K là giao điểm của MN và BJ (Với qui ước lấy góc nhọn).

+ Ta có: 
[image: image374.wmf](
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[image: image375.wmf]4
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+ Áp dụng hệ thức lượng trong các tam giác vuông BMN và BMJ tính được 
[image: image376.wmf]2
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BÀI TẬP ÁP DỤNG:
BÀI 1: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chử nhật tâm O, SA vuông góc với mặt đáy .Biết 
[image: image378.wmf]3

SAa

=

, BC=a và tam giác OBC đều.

a/ Gọi M là hình chiếu vuông góc của A lên SB. Chứng minh rằng AM vuông góc với SC.

b/ Tính góc giữa SB và mặt phẳng (SAC).  

c/ Gọi G là trọng tâm của tam giác ACD. Tính góc giữa MG và SC.

BÀI 2: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a , tâm O . 

      SA vuông  góc với mặt đáy và SA= a
[image: image379.wmf]6

. Gọi M là hình chiếu vuông góc của A lên SB .

     a/Chứng minh rằng AM
[image: image380.wmf]^

SC .      

     b/Tính góc giữa đường thẳng SB và mặt phẳng (SAC).

     c/Gọi G là trọng tâm của tam giác SCD .Tính góc giữa hai đường thẳng AG và BD .                                          
BÀI 3: (ĐH 2008 B)
Cho hình lăng trụ ABC.A'B'C' có cạnh bên bằng 2a. Tam giác ABC vuông tại A, AB=2a, 
[image: image381.wmf]ACa3

=

. Hình chiếu vuông góc của A’ lên (ABC) trùng với trung điểm M của BC.

a/ Tính thể tích khối lăng trụ ABC.A'B'C' .

b/ Tính góc giữa hai đường thẳng AA’ và BC.

E. BÀI TOÁN VỀ MẶT CẦU NGOẠI TIẾP HÌNH CHÓP VÀ LĂNG TRỤ:

I. Kiến thức cơ bản:

Để giải quyết tốt dạng bài tập này học sinh cần nắm vững kiến thức cơ bản sau:

** Nếu I là tâm mặt cầu ngoại tiếp khối chóp SA1A2..An thì tâm I cách đều các đỉnh S; A1; A2.....An
- Vì vậy tâm I thuộc trục đường tròn đáy là đường thẳng qua tâm đường tròn ngoại tiếp đáy và vuông góc với đáy A1A2...An (đường thẳng này song song với đường cao khối chóp) (phải chú ý việc chọn mặt đáy cần linh hoạt sao cho khi xác định trục đường tròn đáy là đơn giản nhất).
- Tâm I phải cách đều đỉnh S và các đỉnh A1; A2.....An nên I thuộc mặt phẳng trung trực của Sai. Đây là vấn đề khó đòi hỏi học sinh cần khéo léo để chọn cạnh bên sao cho trục đường tròn đã xác định và cạnh bên đồng phẳng với nhau để việc tìm I được dễ dàng.
** Trong một số trường hợp đặc biệt khi khối chóp có các mặt bên là tam giác cân, vuông, đều ta có thể xác định 2 trục đường tròn của mặt bên và đáy . Khi đó tâm I là giao điểm của 2 trục đường tròn. Nếu hình chóp có các đỉnh đều nhìn cạnh a dưới một góc vuông thì tâm mặt cầu là trung điểm của cạnh a.

II. Bài tập:

1) Cho hình chóp SABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A và B, AB = BC = a;  AD = 2a .Cạnh bên SA vuông góc với đáy (ABCD) và SA=a. Gọi E là trung điểm của AD.Tính thể tích khối chóp SCDE và tìm tâm bán kính mặt cầu ngoại tiếp khối chóp đó.

HD:

+ V = 
[image: image382.wmf]6

3

a


+ Gọi M, N lần lượt là trung điểm của SE và SC ta có mặt phẳng (ABNM) là mặt phẳng trung trực của SE. Vậy tâm O của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp SCDE là giao điểm của mặt phẳng (ABMN) và trục đường tròn ngoại tiếp đáy CDE. Gọi 
[image: image383.wmf]D

 là đường thẳng qua I là trung điểm của CD và song song với SA.Gọi K là trung điểm của AB thì KN //AM. KN và 
[image: image384.wmf]D

 đồng phẳng suy ra 
[image: image385.wmf]D
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  = O là điểm cần tìm. R = 
[image: image386.wmf]2
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2) Cho hình chóp SABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật cạnh AB = a; AD = a
[image: image387.wmf]2

 góc giữa hai mặt phẳng (SAC) và ABCD bằng 600. Gọi H là trung điểm của AB. Biết mặt bên SAB là tam giác cân tại đỉnh S và thuộc mặt phẳng vuông góc với đáy. Tính thể tích khối chóp SABCD và xác định tâm bán kính mặt cầu ngoại tiếp khối chóp SAHC.

HD:

+ V = 
[image: image388.wmf]3
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+ Gọi E, K lần lượt là trung điểm của SA, HA . Kẻ đương thẳng qua K song song với AD cắt CD ở F thì KF 
[image: image389.wmf]^

(SAH) . Dựng Ex song song với KF thì Ex là trục đường tròn ngoại tiếp tam giác SHA. Dựng đường thẳng qua tâm O của mặt đáy vuông góc với AC cắt KF, AD tại N, P thì N là tâm vòng tròn ngoại tiếp tam giác AHC. Trong mặt phẳng chứa Ex và KF kẻ đường thẳng Ny vuông góc với đáy (ABCD) (đường thẳng song song với EK) thì Ny là trục đường tròn của tamgiác AHC.

Giao điểm I = Ny
[image: image390.wmf]Ç

 Ex là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp SAHC. R = 
[image: image391.wmf]a
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3) Cho tứ diện ABCD có ABC là tam giác đều cạnh a, DA = DB = 
[image: image392.wmf]3
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 , CD vuông góc với AD. Trên cạnh CD kéo dài lấy điểm E sao cho 
[image: image393.wmf]0
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 .Tính góc tạo bởi mặt phẳng (ABC) và mặt phẳng (ABD).Xác định tâm và tính thể tích khối cầu ngoại tiếp khối tứ diện ABCE

HD:

+ Gọi I là trung điểm của AB thì CI vuông góc với AB và DI vuông góc với AB. Nên góc tạo bởi (ACD) và (ABD) là 
[image: image394.wmf]Ù
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+ Chứng minh tam giác ACE vuông tại A (AD là đường cao và CD.DE = AD2 = 
[image: image396.wmf]3
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) .Tương tự ta có tam giác BCE vuông tại B. Vậy mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCE có CE là đường kính tâm I của mặt cầu là trung điểm của CE. V = 
[image: image397.wmf]8
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4) Cho hình chóp SABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh bằng a và đường cao là SH

với H thỏa mãn 
[image: image398.wmf]HM
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 trong đó M, N là trung điểm AB, CD. Mặt phẳng (SAB) tạo với

đáy ABCD góc 600. Tính khoảng cách từ N đến mặt phẳng (SAC) và xác định thể tích khối cầu ngoại tiếp hình chóp SABCD.

HD:

+ VSNAC = 
[image: image399.wmf]14
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+ Trục đường tròn đáy là đường thẳng d qua O và //SH 
[image: image400.wmf]Ì
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 (SMN) . Vì tam giác SAB vuông cân tại S nên trục d’ của mp(SAB) qua M và vuông góc với SAB. Theo trên ta có (SAB) vuông góc với (SMH) nên kẻ HE vuông góc với SM thì HE
[image: image401.wmf]^

 (SAB) nên (d’) //HE. Ta có d '
[image: image402.wmf]Ç

d = I là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp SABCD. R = IA = 
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E. GIẢI BÀI TOÁN HÌNH KHÔNG GIAN BẰNG PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ:

I. Phương pháp giải toán:

Vấn đề quan trọng nhất trong việc giải bài toán hình không gian bằng phương pháp tọa độ là thiết lập hệ tọa độ cho phù hợp. Sau đây chúng tôi xin giới thiệu một số phương pháp để thiết lập hệ tọa độ.

1/ Thiết lập hệ tọa độ đối với tam diện:

Với góc tam diện Oabc việc tọa độ hóa thường được thực hiện khá đơn giản, đặc biệt với:

+ Tam diện vuông thì hệ trục tọa độ vuông góc được thiết lập ngay trên tam diện đó.

+ Tam diện có một góc phẳng vuông, khi đó ta thiết lập một mặt của hệ trục tọa độ chứa góc phẳng đó.

2/ Thiết lập hệ tọa độ cho hình chóp:

Với hình chóp, việc tọa độ hóa thường được thực hiện dựa trên đặc tính hình học của chúng. Ta có các trường hợp thường gặp sau:

* Hình chóp đều thì hệ tọa độ được thiết lập dựa trên gốc O trùng với tâm của đáy và trục Oz trùng với đường cao của hình chóp. Cụ thể:

* Hình chóp có một cạnh bên (SA) vuông góc với đáy thì ta thường chọn trục Oz là cạnh bên vuông góc với đáy (SA), gốc tọa độ trùng với chân đường vuông góc (A).


Trong các trường hợp khác ta dựa vào đường cao của hình chóp và tính chất đa giác đáy để chọn hệ tọa độ phù hợp.

3/ Thiết lập hệ trục tọa độ cho hình hộp chữ nhật:

Với hình hộp chữ nhật thì việc thiết lập hệ tọa độ khá đơn giản, thường có hai cách:

+ Chọn một đỉnh làm gốc tọa độ và ba trục trùng với ba cạnh của hình hộp.

+ Chọn tâm của đáy làm gốc tọa độ và ba trục song song với ba cạnh của hình hộp.

4/ Thiết lập hệ tọa độ cho hình lăng trụ:
+ Với lăng trụ đứng thì ta chọn trục Oz thẳng đứng, gốc tọa độ là một đỉnh nào đó của đáy hoặc tâm của đáy. Các trục Oy, Ox thì dựa vào tính chất của đa giác đáy mà chọn cho phù hợp.

+ Với lăng trụ nghiêng, ta dựa trên đường cao và tính chất của đáy để chọn hệ tọa độ cho thích hợp.


Ngoài các trường hợp trên, trong các trường hợp khác ta dựa vào quan hệ song song, vuông góc và các tính chất của đường cao, đáy,... để thiết lập hệ tọa độ cho thích hợp.

II. Các dạng bài tập:

1. Giải bài toán định lượng bằng phương pháp tọa độ:

Phương pháp chung: Ta thực hiện theo hai bước:


+ Thiết lập hệ trục tọa độ thích hợp, từ đó suy ra tọa độ của các điểm cần thiết.


+ Thiết lập biểu thức giải tích cho các giá trị cần xác định.

CÁC VÍ DỤ:
1) Cho góc tam diện Oxyz, trên Ox, Oy, Oz lấy các điểm A, B, C sao cho OA = a, OB = b, OC = c. Trong tứ diện OABC vẽ nội tiếp một hình lập phương sao cho một đỉnh trùng với O còn đỉnh đối diện thuộc mặt phẳng (ABC). Tính độ dài cạnh của hình lập phương.

HD:

+ Chọn hệ tọa độ Oxyz với A thuộc Ox, B thuộc Oy, C thuộc Oz. Ta có: A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c).

+ mp(ABC): 
[image: image405.wmf]1
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+ Gọi t là cạnh của hình lập phương và A' là đỉnh đối diện với O, khi đó A'(t; t; t).

+ A' thuộc (ABC) suy ra t = 
[image: image406.wmf]ca
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2) Trong mặt phẳng (P) cho tam giác đều ABC cạnh bằng a. Dựng đoạn SA = a vuông góc với mp(P). Tính tan của góc nhọn giữa hai cạnh AB và SC.


HD: Chọn hệ tọa độ như hình vẽ:

Ta có: A(0; 0; 0), B
[image: image407.wmf]÷
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C(a; 0; 0), S(0; 0; a)

ĐS: 
[image: image408.wmf]7
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3) Cho hình lập phương ABCD.A1B1C1D1 cạnh bằng a. Gọi M, N theo thứ tự là trung điểm các cạnh AD và CD. Lấy P thuộc BB1 sao cho BP = 3BP1. Tính diện tích thiết diện do (MNP) cắt hình lập phương.

HD:

+ Chọn hệ tọa độ Axyz với B thuộc Ax, D thuộc Ay và A1 thuộc Az. Ta có

A(0; 0; 0), B(a; 0; 0), C(a; a; 0), D(0; a; 0), A1(0; 0; a), B1(a; 0; a), C1(a; a; a), D1(0; a; a), M
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+ Gọi 
[image: image412.wmf]a

 là góc tạo bởi (MNP) và (ABCD), ta có: 
[image: image413.wmf]6
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+ Gọi S1 và S lần lượt là diện tích thiết diện và hình chiếu của nó lên mặt phẳng (ABCD). Ta được:


[image: image414.wmf](
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4) Cho hình lăng trụ tam giác đều ABC.A1B1C1 có các cạnh bằng a. Tính góc giữ hai mặt phẳng (ABC1) và (BCA1).

+ Chọn hệ tọa độ như hình vẽ. Ta có:

A(0; 0; 0), B(a; 0; 0), C
[image: image415.wmf]÷
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A1(0; 0; a), B1(a; 0; a), C1
[image: image416.wmf]÷
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+ Gọi 
[image: image417.wmf]a

là góc giữa (ABC1) và (BCA1). Ta có:
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2. Giải bài toán định tính bằng phương pháp tọa độ:
Phương pháp chung: Ta thực hiện theo các bước sau:

+ Thiết lập hệ trục tọa độ thích hợp.

+ Thiết lập các biểu thức giải tihcs cho điều kiện, từ đó suy ra kết quả cần chứng minh. Cụ thể:

1. Để chứng minh một biểu thức vectơ, ta cần xác định tọa độ của các vectơ trong biểu thức đó, từ đó thay vào biểu thức để đưa ra kết luận.

2. Chứng minh mối liên hệ đại số.

3. Với 
[image: image419.wmf]2

1

,

a

a

 là VTCP của (d1) và (d2) thì:

a. 
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4. Với 
[image: image422.wmf]2
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 là VTPT của (P1) và (P2) thì:


a. (P1) // (P2) 
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1

n

k

n

=

Û


b. 
[image: image424.wmf]0

.

)

(

)

(

2

1

2

1

=

Û

^

n

n

P

P


5, Với 
[image: image425.wmf]n
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 lần lượt là VTCP của (d) và VTPT của (P) thì:


a. (d) // (P) 
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CÁC VÍ DỤ: 1) Cho tam giác vuông cân ABC có AB = AC = a, M là trung điểm cạnh BC. Trên các nửa đường thẳng AA1, MM1 vuông góc với mp(ABC) về cùng một phía, lấy tương ứng các điểm N, I sao cho 2 MI = NA = a. Gọi H là chân đường vuông góc hạ từ A xuống NM. Chứng minh rằng 
[image: image428.wmf]NI
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HD:

+ Chọn hệ trục tọa độ Axyz với B thuộc Ax, C thuộc Ay và N thuộc Az. Ta có:

A(0; 0; 0), B(a; 0; 0), C(0; a; 0), M
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+ Tính được 
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2) Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh bằng a, SA vuông góc với đáy. Gọi M, N là hai điểm theo thứ tự thuộc BC, DC sao cho BM = 
[image: image433.wmf]2
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, DN = 
[image: image434.wmf]4
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. Chứng minh rằng hai mặt phẳng (SAM) và (SMN) vuông góc với nhau.

HD:

+ Chọn hệ trục tọa độ Axyz với B thuộc Ax, D thuộc Ay, S thuộc Az, khi đó:

A(0; 0; 0), B(a; 0; 0), C(a; a; 0), D(0; a; 0), S(0; 0; a), M
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+ Tính được 
[image: image437.wmf]AM
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+ Mặt khác SA 
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 MN, suy ra MN 
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3) Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh a, SA = SB = SC, khoảng cách từ S đến mp(ABC) bằng h. Tìm điều kiện của a và h để hai mặt phẳng (SAB) và (SAC) vuông góc với nhau.

HD:

+ Chọn hệ trục tọa độ Oxyz với O là trọng tâm tam giác ABC, BC song song Ox, A thuộc Oy, S thuộc Oz, khi đó:

A
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+ Gọi 
[image: image443.wmf]'

,

n

n

 theo thứ tự là VTPT của (SAB) và (SAC) thì:
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4) Cho hình lăng trụ ABC. A1B1C1 có đáy là tam giác đều cạnh bằng a, AA1 = h và vuông góc với mp(ABC). Biết rằng khoảng cách giữa A1B1 và BC1 bằng d. Chứng minh rằng: a = 
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(

3

2

2

2

d

h

dh

-


HD:

+ Chọn hệ trục tọa độ Axyz với B thuộc Ax, A1 thuộc Az, khi đó:

A(0; 0; 0), B(a; 0; 0), C
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A1(0; 0; h), B1(a; 0; h), C1
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+ Gọi 
[image: image449.wmf]b
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 theo thứ tự là VTCP của A1B1 và BC1. Ta có:
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 cùng phương 
[image: image451.wmf])

0

;

0

;

1

(

)

0

;

0

;

(

1

1

=

Þ

=

a

a

B

A

, 
[image: image452.wmf]b

cùng phương 
[image: image453.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

h

a

a

BC

;

2

3

;

2

1

 
[image: image454.wmf](

)

h

a

a

b

2

;

3

;

-

=

Þ

.

Khi đó: 
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3. Giải bài toán cực trị trong hình học bằng phương pháp tọa độ:
 Phương pháp chung: Ta thực hiện theo các bước sau:

+ Thiết lập hệ tọa độ thích hợp, từ đó suy ra tọa độ các điểm cần thiết.

+ Thiết lập biểu thức điều kiện (nếu có). Thiết lập biểu thức giải tích cho các điểm cần tìm cực trị.

+ Lựa chọn phương pháp tìm cực trị, thông thường là:


- Phương pháp tam thức bậc hai.


- Sử dụng bất đăng thức.


- Sử dụng đạo hàm.

CÁC VÍ DỤ:
 1) Cho góc tam diện Oxyz, trên Ox, Oy, Oz lấy các điểm A, B, C.

a/ Tính khoảng cách từ O đến mp(ABC) theo OA = a, OB = b, OC = c.

b/ Giả sử A cố dịnh còn B, C thay đổi những luôn thỏa mãn OA = OB + OC. Hãy xác định vị trí của B và C sao cho thể tích tứ diện OABC là lớn nhất.

HD:

+ Chọn hệ trục Oxyz, khi đó: A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c)

+ PT (ABC): 
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Do đó Max(VOABC) = 
[image: image459.wmf]24
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 đạt được khi b = c = 
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2) Cho tứ diện SABC có SC = CA = AB = 
[image: image461.wmf]2

a

, SC vuông góc với mp(ABC), tam giác ABC vuông tại A, các điêm M thuộc SA, N thuộc BC sao cho AM = CN = a           (0 < t < 2a).

a/ Tính độ dài đoạn MN. Tìm giá trị của t để đoạn MN ngắn nhất.

b/ Khi đoạn MN ngắn nhất, chứng minh MN là đường vuông góc chung của BC và SA.

HD:

+ Chọn hệ trục tọa độ Cxxyz với B thuộc Cx, S thuộc Cz, khi đó:

A(a; a; 0), B(2a; 0; 0), C(0; 0; 0), S(0; 0; 
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+ Phương trình SA: 
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suy ra M
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+ Vì AM = t suy ra u = 
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a/ MN2 = 
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b/ Khi đoạn MN ngắn nhất thì 
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, tức là Mn là đoạn vuông góc chung của SA và BC.

3) Cho hình lập phương ABCD.A1B1C1D1, cạnh bằng a. Trên cạnh AA1 kéo dài về phía A1 lấy điểm M và trên cạnh BC kéo dài về phía C lấy điểm N sao cho MN cắt cạnh C1D1. Tính giá trị nhỏ nhất của độ dài đoạn MN.

HD: 

+ Chọn hệ trục tọa độ Axyz trong đó B thuộc Ax, D thuộc Ay và A1 thuộc Az, khi đó: A(0; 0; 0), B(a; 0; 0), A1(0; 0; a), C1(a; a; a).

+ AA1: 
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+ Vì MN cắt C1D1 nên MD1 // NC1 
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Khi đó MN = u + v - a = 
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, suy ra MinMN = 3a khi v = 2a 
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 và khi đó MN đi qua trung điểm I của C1D1 (Dùng phương pháp đạo hàm)

F. BÀI TOÁN HHKG TRONG CÁC ĐỀ THI ĐH, CĐ CÁC NĂM VỪA QUA: 
Bài 1) ĐH 2002 K.A
Cho hình chóp tam giác đều S.ABC đỉnh S, có độ dài cạnh đáy bằng a. Gọi M,N lần lượt là các trung  điểm  của các cạnh SB và SC . Tính theo a diện tích tam giác Agiacsbieets rằng mặt phẳng (AMNphawngrvuoong góc với mặt phẳng (SBC).

Bài 2) ĐH 2002 K.B
Cho hình lập phương  ABCDA1B1C1D1  có cạnh bằng a.

a) Tính theo a khoảng cách giữa hai đường thẳng A1B và B1D.

b) Gọi M,N,P lần lượt là trung điểm của các cạnh BB1, CD, A1D1. Tính góc giữa hai đường thẳng MP, C1N.

Bài 3) ĐH 2002 K.D
        Cho hình tứ diện ABCD có cạnh AD  vuông góc với mặt phẳng (ABC) ; AC = AD = 4cm; AB = 3cm; BC = 5cm. Tính  khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (BCD).

Bài 4) ĐH 2003 K.A

Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’. Tính  số đo góc phẳng nhị diện [B,A’C,D].

Bài 5)  ĐH 2003 K.B

Cho hình lăng trụ đứng ABCD.A’B’C’D’ có đáy ABCD là một hình thoi cạnh a, góc
[image: image474.wmf]·

BAD

= 600. Gọi M là trung điểm của cạnh AA’ và N là trung điểm của cạnh CC’. Chứng minh rằng 4 điểm B’, M, D, N cùng thuộc một mặt phẳng. Hãy tính độ dài cạnh AA’ theo a để tứ giácB’MDN là hình vuông.

Bài 6) ĐH 2003 K.D

Cho hai mặt phẳng (P) và (Q) vuông góc với nhau, có giao tuyến là đường thẳng. Trên giao tuyến lấy hai điểm A, B với AB = a . Trong mặt phẳng (P)  lấy điểm C , trong mặt phẳng (Q)  lấy điểmD sao cho AC, BD vuông góc với nhau và AC = BD = AB.  Tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD  và tính khoảng cách từ A đến mặt phẳng (BCD) theo a.

Bài 7) ĐH 2004 K.B
Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a,  góc giữa cạnh bên và mặt đáy bằng
[image: image475.wmf]j

 (00 < 
[image: image476.wmf]j

 < 900). Tính tang  của góc giữa hai mặt phẳng (SAB) và (ABCD) theo 
[image: image477.wmf]j

. Tính thể tích khối chóp S.ABCD theo a và 
[image: image478.wmf]j

.

Bài 8) ĐH 2006 A
Cho 2 hình trụ có đáy lần lượt là 2 đường tròn (O) và (O’).Bán kính đáy bằng chiều cao và bằng a.Trên đường tròn đáy tâm O lấy điểm A.Trên đường tròn đáy tâm O’ lấy điểm Bsao cho AB=2a.Tính thể tích khối tứ diện OO’AB

   Đ/S
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Bài 9) ĐH 2007 A
Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a ,mặt bên SAD là tam giác đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với đáy .Gọi M,N,P lần lượt là trung điểm của SB,BC,CD .Chứng minh AM vuông góc BP và tính thể tích của tứ diện CMNP

   Đ/S
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Bài 10) ĐH 2007 B
Cho hình chóp tứ giác đều SABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a Gọi E là điểm đối xứng của D qua trung điểm SA,M là trung điểm của AE,N là trung điểm của BC .chứng minh :MN vuông góc BD và tính theo a khoảng cách giữa 2 đường thẳng MN,AC

         ĐS:
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Bài 11) ĐH 2007 Khối D

Cho hình chóp S.ABCD  có đáy là hình thang Góc DAB=ABC=900 ,BA=BC=a,AD=2a.cạnh bên SA vuông góc với đáy và SA=a
[image: image482.wmf]2

.Gọi H là hình chiếu vuông góc của A trên SB.Chứng minh tam giác SCD vuông và tính theo a khoảng cách từ H đến mp (SCD)

         ĐS:  
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Bài 12) ĐH 2008 A
Cho lăng trụ ABC.A’B’C’ có độ dài cạnh bên bằng 2a, đáy ABC là tam giác vuông tại A,AB=a,AC=3a và hình chiếu vuông góc của đỉnh A’ trên mặt phẳng ABC là trung điểm cạnh BC.Tính theo a thể tích khối chop A’ABC và tính cosin của góc giữa 2 đường thẳng AA’,B’C’
        ĐS:  
[image: image484.wmf]3
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Bài 13) ĐH 2008 B 
Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh 2a, SA=a, SB = 
[image: image486.wmf]a3

 và mặt phẳng (SAB) vuông góc với mặt phẳng đáy. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, BC. Tính theo a thể tích của khối chóp S.BMDN và tính cosin của góc giữa hai đường thẳng SM, DN.

      ĐS: 
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Bài 14) ĐH 2008 D

Cho lăng trụ đứng ABC.A'B'C' có đáy ABC là tam giác vuông, AB = BC = a, cạnh bên 
[image: image489.wmf]AA'a2

=

. Gọi M là trung điểm của cạnh BC. Tính theo a thể tích của khối lăng trụ ABC.A'B'C' và khoảng cách giữa hai đường thẳng AM, B'C.   

      ĐS:  
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Bài 15) ĐH 2009 A

Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A và D; AB = AD = 2a, CD = a; 

góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABCD) bằng 60. Gọi I là trung điểm của cạnh AD. Biết hai mặt 

phẳng (SBI) và (SCI) cùng vuông góc với mặt phẳng (ABCD). Tính thể tích khối chóp S.ABCD  

 theo a.

      ĐS:  
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Bài 16) ĐH 2009 B

 Cho hình lăng trụ  tam giác ABC.A’B’C’ có BB’ = a, góc giữa đường thẳng BB’ và mặt phẳng 

 (ABC) bằng 600; tam giác ABC vuông tại C và 
[image: image493.wmf]·

BAC

 = 600. Hình chiếu vuông góc của điểm B’ lên 

 mặt phẳng (ABC) trùng với trọng tâm của tam giác ABC. Tính thể tích khối tứ diện A’ABC theo a

       ĐS:  
[image: image494.wmf]208

9

3

'

a

V

ABC

A

=

 
Bài 17) ĐH 2010 A

Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của các cạnh AB và AD; H là giao điểm của CN với DM. Biết SH vuông góc với mặt phẳng (ABCD) và SH = a
[image: image495.wmf]3

. Tính thể tích khối chóp S.CDNM và tính khoảng cách giữa hai đường thẳng DM và SC theo a.

    ĐS:  
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Bài 18) ĐH 2010 B

 Cho hình lăng trụ tam giác đều ABC.A’B’C’ có AB = a, góc giữa hai mặt phẳng (A’BC) và (ABC) bằng 600. Gọi G là trọng tâm tam giác . Tính thể tích khối lăng trụ đã cho và tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện GABC theo a.                            ĐS: 
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Bài 19) ĐH 2010 D

 Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, cạnh bên SA = a; hình chiếu vuông góc của đỉnh S trên

mặt phẳng (ABCD) là điểm H thuộc đoạn AC, 
[image: image500.wmf]4

AC

AH

=

. Gọi CM là đường cao của tam giác SAC. Chứng minh M là

trung điểm của SA và tính thể tích khối tứ diện SMBC theo a.

     ĐS: 
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Bài 20) ĐH 2011 A

 Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông cân tại B, AB = BC = 2a; hai mặt phẳng (SAB) và (SAC) cùng vuông góc với mặt phẳng (ABC). Gọi M là trung điểm của AB; mặt phẳng SM và song song với BC, cắt AC tại N. Biết góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABC) bẳng 60o. Tính thể tích khối chóp S.BCNM và khoảng cách giữa hai đường thẳng AB và SN theo a.

    ĐS: 
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Bài 21) ĐH 2011 B

 Cho lăng trụ ABCD.A1B1C1D1 có đáy ABCD là hình chữ nhật. AB = a, AD = 
[image: image504.wmf]3

a

. Hình chiếu vuông góc của điểm A1 trên mặt phẳng (ABCD) trùng với giao điểm AC và BD. Góc giữa hai mặt phẳng (ADD1A1) và (ABCD) bằng 600. Tính thể tích khối lăng trụ đã cho và khoảng cách từ điểm B1 đến mặt phẳng (A1BD) theo a.

     ĐS: 
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Bài 22) ĐH 2011 D

 Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông tại B, BA = 3a, BC = 4a; mặt phẳng (SBC) vuông góc với mặt phẳng (ABC). Biết SB = 
[image: image507.wmf]23
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 và  
[image: image508.wmf]·

SBC

= 300 . Tính thể tích khối chóp S.ABC và khoảng cách từ điểm B đến mặt phẳng (SAC) theo a.
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                                                                       HẾT 
cos(-α) =  cosα


sin(-α) = - sinα


tan(-α) = - tanα


cot(-α) = - cotα 





sin(π - α) =  sinα


cos(π - α) = - cosα


tan(π - α) = - tanα


cot(π - α) = - cotα 





sin(� EMBED Equation.DSMT4  ���- α) = cosα, cos(� EMBED Equation.DSMT4  ���- α) = sinα


tan(� EMBED Equation.DSMT4  ���- α) = cotα, cot(� EMBED Equation.DSMT4  ���- α) = tanα 





sin2a = 2sina.cosa              � EMBED Equation.DSMT4  ���


cos2a = 2.cos2a – 1            


          = 1–  2.sin2a


          = cos2a – sin2a
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